1.

Grado en Ingenieria Civil — Ejercicios de Analisis Matematco
Derivadas

Calcula y simplifica todo lo que puedas las derivadas deidasentes funciones:

. x2—x+1 , 1 2x + 1
1) f(X)=7x3 — 2)f(X)=% arctg 7
senx + cosx I +x
3) S )= oy —cosr 4) f(X)ZarCtg< 1—x)
3 5
5) fF()=In(Vx2 +x + 1) 6) f(x)= (7)36/;1)
7) f(x)= coqcogcosx)) 8) f(x)=xarcsenx + v 1 — x2
9) f(x)=ser(sertx) 10) f(x)=serf(senx)
11) f(x)=sern(ser(x? cosx)) 12) f(x)=cog(serfx)
. 2 4 senx . 1+ 1+ x2
13) f(x)=4/ 3 cosr 14) f(x)=1In (71 e )
15) f(x)=(2 + serfx)cto~ 16) f(x)=x!/Mx
17) f(x)=In(x + V1 + x?) 18) f(x)=In(x + Vx2—1)

. Calcula todos los valores que toma la funcforR* — R dada porf(x) =arctgx +arctg1/x).

1 .
. Prueba que arc ces——— = arctgx para todox = 0. ;,Qué pasa di < 0?.

V14 x2
. Calcula latangente a la grafica de la funcjfafiR — R en el puntaP en cada uno de los siguientes
casos:
a) f(x) =x>+1, P =(3,10); b) f(x) = cosx, P = (r/2,0).
X
¢) f(x) = x|, P = (1.1); d) /(x) = ———, P =(0.0).
x% 41

. Calcula un punte por la condicién de que la tangente a la parabla) = x> + ax + 8 en el

punto(c, f(c)), sea paralela a la cuerda que une dos puntos déégo&:, f(a))y B = (b, f(b)).

. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal panio genéric@u, v) de la parabola

f(x) =ax* + bx +c.

. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal paniio genéric@u, v) de la elipse de

B x2 yz .
ecuacmnﬁl—2 + =L
. X2 y? . .
. Calcula los puntos de la elipse de ecuac+§m+ 5= 1 en los que la tangente a dicha elipse

pasa por el punt@, 1).

. Calcula los puntos de la hipérbola de ecuacidr- y2=1 en los que la tangente a dicha hipérbola

pasa por el punt¢s, 7).
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Analisis Matematico — Derivadas 2

10. Calcula dos puntaB, Q de la curvay =1—x? tales que las tangentes a la curva en dichos puntos

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

formen con el eje de abscisas un tridngulo equilatero.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion 4 — R en cada uno de los siguientes
casos:

A=[-11yf(x)=vI-x% b A=Ryf(x)=xl.

x* si x>0

OA=RY [(x) = ®A=R€Mﬂm={ S0

x .
1+ x|’
Prueba que la funcidfi: R — R definida por

X si xeRj
f(x):{ln(l+x) si xeRT

es derivable elR y calcula su funcién derivada.

Seam, € Ry f:R — R lafuncion definida poif (x) = x2 + ax + . Calcula los valores de
a 'y B para que el punt@, 4) pertenezca a la gréfica dey la recta tangente a la misma en dicho
punto esté dada pawx — y = 0.

Seam,b,ceRy f,g:R — R las funciones definidas por
fx)=x*+ax+b, gx)=x>—c  (xeR).

Calcula los valores de, b, c que hacen que las gréficas il ¢ pasen por el punt@l, 2) y tengan
la misma recta tangente en dicho punto.

La gréafica de la funciornf (x) = x3 + ax? + bx — 4 tiene un punto de inflexién en= 1 siendo
f(1) = —6. ¢ Cual es el valor d&?

La gréfica de la funcion(x) = x* + 3x2 + bx +a tiene un punto de inflexién. La recta tangente
en dicho punto ey = 3x + 4. Calcula las constantesy b.

Calcula en cada caso el valoradg 5 en funcion de:, para que exista la derivada en el puntie
cada una de las siguientes funciones:

1
2 _
ﬂm={x’ YSe =) W

ax+b, x>c a+bx?, |x|<c

|x| > ¢ cosx, x<c

ax+b, x>c

ﬂm={

Supongamos que las funcionéy g y sus derivadas tienen los valores que se indican en la tabla.

x| Jx) | gl) | S(X) | £'X)
0] 3 2 5 -5
1| 1 0 -2 1
2| 2 3 2 1
3] 0 1 4 -6

Calcula una tabla anéloga para las funciofiesg y g o f.

Seanf, g funciones derivables y que pueden componerse g seg o g. Supongamos que:
g)=3,¢g'H=2 f'@)=-1¢g"H)=1 f"3)=-2.

Calculan/(1) y A" (1).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Seaf :R — R unafuncién par y dos veces derivable. Supongamos/@ue=2, f'(-1)=1y
f"(=1)=0. Definamosg : R — R porg(x) = xf(x?). Calculag’(1) y g”(1).

Seaf :R — R una funcion derivable y definamgs= f o f. Supongamos que:

f=2 f@=3 fMH=1 f/@=1, f"H=-1, f"2)=-1L
Calculag’(1) y g”(1).

Calcula las derivadas primera y segunda de la fungiéfiR — R dada por:

f(x)z{ x4sen%, x#0

0, x=0
¢, Qué puedes decir de la derivada tercera?
a) Prueba, usando el teorema de Bolzano, que la funf@ion= e* +x3 — 6x — 2 se anula en al
menos tres puntos del intervdles, 3].
b) Prueba, usando el teorema de Rolle, que dicha funcidneabepanularse en mas de tres puntos.

Justifica que la ecuacion

p_o_ %
5

tiene exactamente cuatro soluciones reales.
Justifica que la ecuacian’ = x senx + cosx tiene exactamente dos soluciones reales.

3
., X
a) Prueba, usando el teorema de Bolzano, que la furfgion= cosx — 2 senx + > se anulaen

al menos tres puntos.

b) Prueba, usando el teorema de Rolle, que dicha funcidneabepanularse en mas de tres puntos.
x3 2

Estudia el nUmero de soluciones de la ecuacion eesenx + >3 =0.

Prueba, por medio del teorema de Rolle, que la ecudoibn- 4x + 1 = 0 tiene alguna solucién
en]o, 1.

Una funcién polinémicaf, tiene un minimo relativo em = 1 siendo (1) = —1, un maximo
relativo enx = 2 siendof(2) = 4, un minimo relativo exx = 5 siendof'(5) = —7 y no tiene mas
puntos criticos. ¢ Cuéntas soluciones reales tiene laiéouaty) = 07

Estudia el nimero de soluciones reales de la ecuagivn- 5x> — 30x = o segun los valores de
o.

Estudia el nimero de soluciones reales de la ecuakidn- 8x* — 6x? + 24x = o segln los
valores dex.

Calcula el nimero de ceros de la funcion polinomjiga) = x® — 3x2 + 2 y calcula también el
conjunto imagen de dicha funcién.

Prueba que, para cada par de nimergs= R, se verifica que
|ser(ax) —seray)| < |al|x — y|.
Seam € N,n>2y0 < a < b. Prueba que

na"'(b—a) < b" —a" < nb" V(b —a)
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35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Sear) < x < y. Prueba que
y—X y—-X
< arctgy —arctgy <
1+ 72 & 1t

Prueba que para todo> —1 se verifica que

X
— <In(l .
x+1 (1+2)

¢, Cuando se da la igualdad en la desigualdad anterior?
Prueba que para todoe [0, /2] se verifica que:
2

. x .. 2
z)1—7$cos>c; ii) senx > —x
T

Prueba que para toda=R se verifica que

l+x<e'<l4x¢ef

Sed) < a < 1. Prueba que para todo> —1 se verifica que(l + x)* <1 + ax.

Sear > 0. Prueba que para todo> 0 se verifica que
ae a
- s ex
X

y se da la igualdad si, y solo si,= a.
Seas > 0 un numero real para el que se verifica qxfe; x paratodox > 0. Prueba que = e.

Dar una condicién que deben verificar los nUmeros positivy b para poder asegura que se

verifica una de las desigualdadés< b 0 b% < a®.

Seaf : [0,1] — R una funcion derivable, verificando qy&0) = 0 y que para cada < [0, 1],
| f'(x)] <|f(x)|. Prueba que para todoe [0, 1] es f(x) = 0.

Dado un punt® = (a, b) situado en el primer cuadrante del plano, determina el seggnoen
extremos en los ejes coordenados y que pas@ppre tiene longitud minima.

Calcula el &rea minima de la region del primer cuadragitpldno limitada por los ejes coordena-
dos y una recta que pasa por el puiod).

Determina el rectdngulo con lados paralelos a los efaslenados, inscrito en la elipse de ecuacion
2 2

— + A que tenga &rea maxima.

a b2

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una latadri¢éa de un litro de capacidad cuyo costo
de produccion sea minimo. Se supone que no se desperditialal cortar los lados de la lata,
pero las tapas de radiose cortan de cuadrados de latlopor lo que se produce una pérdida de
metal.

Con una lamina metalica rectangularide< 18cm? se quiere construir una caja sin tapa cortando
cuadrados iguales en cada esquina y doblando hacia arsibaldes. Halla las dimensiones de la
caja de mayor volumen que puede construirse.

Con un alambre de 20 metros queremos formar un tridnquitiéero o un cuadrado o bien ambas
figuras de manera que la suma de las areas sea la mayor plsiida.cémo debes proceder para
lograrlo.
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50. Enlaorillade unrio de 100 metros de ancho esta situaalplanta eléctrica y en la orilla opuesta,
y a 500 metros rio arriba, se esté construyendo una fabadeéeislo que el rio es rectilineo entre
la planta y la fabrica, que el tendido de cables a lo largo deila cuesta a 9 euros cada metro
y que el tendido de cables sobre el agua cuesta a 15 euros edidn grudl es la longitud del
tendido méas econémico posible entre la planta eléctricddbiaca?.

51. Se quiere imprimir un cartel cuya area total debe ser@@®6on margenes de impresion laterales
de 6cm y margenes arriba y abajo de 10cm. Calcula las dimersigue maximizan el area de
impresion.

. . . 1
52. En un cono circular recto de radio en la bagealtura/, el volumen viene dad® = gnﬂh y

el area de su superficie pSr= w1 +/r% + h2. Calcula las dimensiones del cono que teniendo area
superficial igual a 1 tiene volumen maximo.

53. Para hacer una tienda de campafia cénica de un volumemitetdo, V', necesitamos cortar un
sector circular de lona como se indica en la figura dohds la medida en radianes del &ngulo
central del sector y la medida del radio. Calcula las dimensiones de la tiendagae la cantidad
de lona necesaria sea minima.

54. a) Calcula un punto de la parabgla= x? cuya distancia al punt, 3) sea minima.

b) Calcula un punto de la parabola= x? tal que la normal en dicho punto pase por el punto
(6,3).

55. Dados los puntod = (0,3) y B = (2, 2), calcula cual es el camino mas corto para irdla B
pasando por un punto del eje de abscisas.

56. Calcula las dimensiones del trapecio isésceles de
area maxima inscrito en la semicircunferencia supe-
rior centrada en el origen de radk Justifica que el
resultado obtenido es un méaximo absoluto.

57. Calcula un punt@® = (u,v), conu > 0, de la pa-
rdbolay = 3 — x2 de forma que el triangul®A4 B
determinado por la tangente a la parabola en dicho
puntoy los ejes coordenados tenga area minima. Jus-
tifica que el resultado obtenido es un minimo abso-
luto. / o \ A

2 2

58. Calcula un punt@u, v) (u > 0,v > 0) de la elipse de ecuacie)z% + yo_ 1 tal que la tangente a

16
la elipse en dicho punto determine con los ejes coordenados:
a) Un triangulo de area minima.
b) Un segmento de longitud minima.
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

Dos fabricas estan situadas éna,0) y (a,0) y

en (0, 5) hay una central eléctrica. Calcula el pun-
to P = (0, y) para que la longitud total del tendido
eléctrico desde la central a las fabricas sea minimo.
Debes discutir el resultado segln los valorea ge
deb.

Estds en el desierto con tu vehiculo en medio de
la arena situado en un lugar cuyas coordenadas son
A = (0,60) y tienes que ir a una ciudad cuyas coor-
denadas so® = (120, 0). Por el origenO = (0, 0)

y por la ciudadB pasa una carretera recta asfaltada
que los une. En carretera tu velocidad es de 120 kil6-
metros por horay sobre la arena es de 80 kilometros
por hora. ¢Qué camino debes seguir para llegar lo
antes posible 87?

Calcula el area maxima de una cruz cuyos lados tie-
nen la misma anchura inscrita en una circunferencia
de radioR.

La figura representa un espejo rectangular en el que se
ha partido una esquina. Las dimensiones del espejo son
AB =3, AC = 5y las de la esquina rota son las que se

indican en la figura donde se supone gues un valor
conocido. Se pide calcular un punfbsobre la linea de
corte de forma que el espejo de vérticksY, P,Y ten-
ga area maxima. ¢ Para qué valoradse verifica que el
espejo de mayor area es un cuadrado?

| B = (120,0)

Calcula el &ngulo de inclinacion que deben tener lasdearde un canal con forma de trapecio
isésceles cuyas base inferior mide 4m y las paredes lade2alepara que su area sea maxima.

Calcula dicho valor maximo.

Un canal abierto cuya seccién es un trapecio iséscelémsks horizontales tiene sus paredes
laterales formando un angulo agudo dadoon la base menor del fondo. Conociendo el &tea

de dicha seccion, hallar la profundidadiel canal para la cual la suma de longitudes de la base y

paredes laterales es minima.
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65. <------ > - - - >

Un futbolista avanza con el balén hacia la porteria contra-
ria por el borde del campo. ¢ A qué distangiage la linea N \
de meta debe tirar a puerta para que el angulo deijro, A L x
sea maximo? AN

B

66. b

Calcula el area maxima del rectangulo que se puede cirébimsdrede-
dor de un rectangulo dado cuyos lados tiene longitudes.

67. Calcula el &rea del rombo de minima area circunscritaainounferencia de radia
68. Calcula, usando un desarrollo de Taylor convenientgalor aproximado del nimero realcon
un error menor dé0~3 en cada uno de los casos siguientes:
3 1 o
a)a=+T bya=.le ¢)a=sen> d)a=ser6l°)
69. Calcula los valores maximo y minimo absolutos de lasesigess funciones en los intervalos que
se indican:
a) f(x)=x3—x%—8x+ I enelintervald—2, 2].

1
b) f(x)= ;2—:1 en el intervald—1, 2].

1 .
c) f(x)= 5(ser? x + cosx) + 2 senx — x en el intervaldo0, =r/2].

d) f(x)= vx2(5—2x) enelintervald—1, 3.
e) f(x) =—x3+ 12x + 5Senelintervald—3, 3].

f) f(x) =x%—x? en el intervald0, 1] donde se supone qe< a < b.
1

1
= en el intervald—5, 5].
9 S = T YT =4 4=3.3]

70. Seaf (%) =2semd + serdd.

a) Prueba qué es un punto critico d¢ si cos4} = —cos29.

b) Prueba, usando la circunferencia unidad, quél¢es— cosd, si, y solo si)} =n + 9, +2kx
para algurk € Z.

¢) Prueba que cag} = —cos2d si,ysélosiyt =n/2 +kn o =n/6+ kx/3.

d) Calcula los puntos criticos dé en|0, 2x] y calcula el conjunto de los valores que torfign
dicho intervalo.
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71. Calculalos limites siguientes.

i VXT+5-3 im VX=V2+Vx=-2
x—>2  x2—4 x—2 X2 —4
; 1 1 B x* —x
lim (| — — ; lim ——
x=1\Inx x-—1 x=>11—x—Inx
1 e
lim —(e—(l+x)%); lim (1 —tgx)+2
x—=>0 X x—0
IN@2 + 3€¥) 1
lim ———; lim (a* x 0
w2 rax? L @ +x)¥ (a>0)
1
X (xx — 1) 1
lim ——2%; lim (cosx)?
x—+00 Inx x—0
lim X —arctgx lim 1 1
x>0 sefx x—o0\sefx x2
lim arctgx — senx_ . arctgx?)
x>0 x(1—cosx) ’ x—0 (€2¥ —1) In(1 + 2x)

e’ 1
In o
im ——~:

x—>0 X senx

lim (senx + cosx)'/*
x—0

~(arctge ¥ . 1\

Ifm ; lim [ xsen—

x—0 X xX—>+00 X
 [3senx —3x cosx /¥ ) T T
lim 3 ;o lim (— — arctgx)

x—0 X x—+oo \ 2

1 2
) exz - T—cosx ) In(X2 + 1) x“Inx
Ifm ; Iim | ————=
x—0 \ X Senx x—+o00 \ IN(x2 + 3)
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